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第七届全国周培源大学生力学竞赛评分标准 

一、小球在高脚玻璃杯中的运动(20 分) 

一半球形高脚玻璃杯，半径 r =5cm，其质量 m1=0.3 kg，

杯底座半径 R =5 cm，厚度不计，杯脚高度 h =10 cm。如果有

一个质量 1.02 =m kg 的光滑小球自杯子的边缘由静止释放后

沿杯的内侧滑下，小球的半径忽略不计。已知杯子底座与水平

面之间的静摩擦因数 fs = 0.5。试分析小球在运动过程中：（1）

高脚玻璃杯会不会滑动；（2）高脚玻璃杯会不会侧倾（即一侧

翘起）。 

解： （1）分析杯子滑动情况 

设杯子不动，小球在杯子未运动前不脱离杯子。取小球为研究对象，受力如图所示，应用

动能定理有 

                                 （2 分） 

 

即 

由牛顿运动定理有 
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取杯子为研究对象，受力如图所示， 
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   由于 maxFF ≤ ，所以杯子不滑动。                 （2 分） 
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（2）分析杯子侧倾（一侧翘起）情况 

杯子处于侧倾的临界平衡状态时， 0=x  

                                                                    

（2 分） 

得  0cos3sincos1 2 =− ϕϕϕ＋           （2 分） 

解得   °== 63.3   , 45.0cos && ϕϕ ； °== 45   ,
2
2cos ϕϕ 。 

即 °= 63.3  ϕ 时，杯子倾侧（一侧翘起）。  （2 分） 

通过以上分析得知，当小球自杯子的边缘由静止释放后沿杯子的内侧滑下到与铅垂方向夹

角 °= 63.3  ϕ 时，高脚玻璃杯侧倾（一侧翘起）。 

二、杂耍圆环(40 分) 

1.杂技演员将一个刚性圆环沿水平地面滚出，起始圆环一跳一跳地向前滚动，随后不离开

地面向前滚动，为什么？（4 分） 

2.杂技演员拿出一个匀质圆环，沿粗糙的水平地面向前抛出，不久圆环又自动返回到演员

跟前。设圆环与地面接触瞬时圆环中心 O 的速度大小为 0v ，圆环的角速度为 0ω ，圆环半径为 r，

质量为 m，圆环与地面间的静摩擦因数为 sf ，不计滚动摩阻，试问： 

（1）圆环能自己滚回来的条件是什么？（10 分） 

（2）圆环开始向回滚动直到无滑动地滚动，在此运动过程中，圆环所走过的距离是多少？

（5 分） 

（3）当圆环在水平地面上无滑动地滚动时，其中心的速度大小为 v1，圆环平面保持在铅垂

平面内。试分析圆环碰到高为 h )
2
r(h < 的无弹性台阶后， 能不脱离接触地爬上该台阶所应满

足的条件。（14 分） 

3.演员又用细铁棍推动题 2 中匀

质圆环在水平地面上匀速纯滚动，假

设圆环保持在铅垂平面内滚动，如图

所示。又知铁棍与圆环之间的静摩擦

因数为 ft ，圆环与地面间的滚动摩阻

系数为 δ 。试求为使铁棍的推力（铁

棍对圆环的作用力）最小，圆环上与铁棍的接触点的位置。（7 分） 

解：1. 圆环不是匀质的，质心不在圆环的中心。开始滚动角速度大，圆环一跳一跳地向前滚动；

(2 分) 

0)rsin-(Rcos )rcosrh(singR   ,0 111C =′+−+′−=∑ ϕϕϕϕ FFmΜ
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随后角速度减小，所以圆环不离开地面向前滚动。  

2.（1）圆环能自己滚回的条件 

圆环初瞬时环心速度为 v0，角速度大小为ω0，以后为 v 和ω。圆环与地面接触点的速度大

小为 

                     u=v+rω                                ( 1 ) 

第一阶段，u>0，圆环与地面有相对滑动，摩擦力 F=fsFN，式中 FN=mg  。 

由质心运动定理       smg
dt
dvm f−=                         （2） 

解得                 v=v0－fsgt                              ( 3 ) 

由                 rmg
dt
dmr s

2 f−=
ω

                       （4） 

解得                
r
gts

0
f

−= ωω                          （5） 

由于摩擦力存在，v 和ω都随时间而减小。 

第二阶段，由（1），（3），（5）式解得 

gt2)rv(u s00 f−+= ω  

当 u=0 时刻开始摩擦力为零，有 
g2
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t

s

00
1 f
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此时质心速度大小为        1s01 gtvv f−=   

要使得圆环返回，则 0v1 <  ，圆环自己滚回的条件为 

                  
r

v0
0 >ω     方向如图所示。 

（2）离最远处开始无滑动地滚动的距离 

圆环到达最远距离时，v=0，时间为 
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在此过程中，加速度的大小为 a=fsg 
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（3）圆环能不脱离接触地爬上台阶所应满足的条件 

因为圆环只滚不滑，v1=rω1 ，塑性碰撞后，环绕 O 定轴转动，环心速度 uC=rω2 

碰前对 O 点的动量矩 1C1O1 J)hr(mvL ω+−=  

碰后对 O 点的动量矩 2OO2 JL ω=     其中
2

O 2mrJ =  

由于碰撞时对 O 点动量矩守恒，则 O1O2 LL = ，即 

1C12O J)hr(mvJ ωω +−=  

解得碰撞后角速度    122 v
2r

h2r −
=ω  

要使圆环爬上台阶的条件是：当重心上升到最高位置时，还有剩余动能。 

由动能定理得       mghJ
2
1J

2
1 2

2O
2
3O −=− ωω   ，  

式中ω3 重心上升到最高位置时的角速度 

即               0J
2
1mghJ

2
1 2

3O
2
2O >=− ωω      (1 分) 

将ω2 代入整理得圆环爬上台阶的条件 

                 22
1

2 )h2r(vhg4r −<        (1 分) 

碰撞结束后，由质心运动定理有    N
2
2 Fmgcosmr −= θω  

即      2
2N mrmgcosF ωθ −=     (1 分) 

圆环不跳起，应有 FN>0，即 0mrmgcos 2
2 >− ωθ 。(2 分) 

将ω2 和
r

hrcos −
=θ 代入整理得圆环不跳起的条件   g)hr(4r)h2r(v 222

1 −<−  (1 分) 

圆环能不脱离接触地爬上台阶的条件为 

g)hr(4r)h2r(vhg4r 222
1

2 −<−<     (1 分) 

3．确定推动力 F 为最小值时的接触点 A 

设半径 CA 与铅垂线间的夹角为 α。A，B 

两点处的摩擦角分别为 φm=arctgft 和 φl=arctgfs 

滚动摩阻力偶矩为 Mf。圆环匀速滚动时，重力 mg、地面全反力

FR、推动力 F 和滚阻力偶 Mf相平衡。 
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得 f
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m ]
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即 fmm ]sin)sin([r   MF =−+ ϕϕα  

因此有 
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f
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F  

当 1)sin(   m =+ϕα ， 即
2

   m
πϕα =+ ，亦即 tarctg

2
   f−=

πα  时，推动力 F 取最小

值。(2 分) 

三、趣味单杠(30 分) 

单杠运动是奥运会、世界体操锦标赛、世界杯体操比赛中男子体操比赛项目之一。单

杠是体操比赛中最具观赏性的项目，也是观众最喜欢的运动，在学校和健身场所拥有众多的

爱好者，小李和小张就是其中之一。一天，他们准备在单杠上进行大回环比赛。假设单杠的横

杆和立柱均为直径D=28mm的钢杆，弹性模量E=200GPa，许用应力[σ]=160MPa，横杆长L=2.4m，

立柱高 H=2.6m。立柱与地面、横杆与立柱之间均为固定联结。假设两人旋转到单杠所在平面内

时的惯性载荷均为 F=1000N，不计人的自重。 

1. 试分析两人同步旋转到单杠所在平面内时，结构中的最大应力。（12 分） 

2. 若两人相差 180°旋转到单杠所在平面内，对结构中的最大应力有什么影响。（12 分） 

3. 为提高结构承载能力，有人提出在单杠距地面

0.6m 处增加一个直径 20mm 的横杆。试定性分析

该杆对上述两种情况的影响。（6 分） 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

解： 

(2 分) 



 6

F F

l

L/2

H

              

F

F

l

H

L/2

 
  图（a）                            图（b）       

1.两人同步旋转到单杠所在平面内时（如图（a）所示），结构左右对称，可以取图（c）部

分分析，在对称面上只有对称内力。根据力法方程得 
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图（c） 

分别作出 F 和单位力引起的弯矩图，可得： 
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代入力法方程解得 FX 168.01 −= ， FX 308.02 =                     （6 分） 

所以，可以作出结构的弯矩图，可知最大弯矩 mN308308.0max ⋅== FM （1 分） 
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梁的抗弯截面模量    333 mm215528
3232

=×==
ππ DW  

最大应力             ][MPa143max
max σσ <==

W
M

 

所以，结构安全。                                              （2 分） 

2.若两人相差 180°旋转到单杠所在平面内（如图（b）所示），结构左右反对称，可以取图

（d）部分分析，在对称面上只有反对称内力。根据力法方程得 

01111 =Δ+ FXδ                                         （3 分） 

F

X1

F

=1X1

0.285F

0.03F 0.03F

0.03F

0.285F

<M>

FL/4

FL/4

L/ 2
L/ 2

 

图（d） 

分别作出 F 和单位力引起的弯矩图如图（d）所示，可得： 
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故 FX F 475.0/ 1111 =Δ−= δ                                         （6 分） 

作出结构的弯矩图，可知最大弯矩 mN285285.0max ⋅== FM           （1 分） 

梁的抗弯截面模量    333 mm215528
3232

=×==
ππ DW  

最大应力             ][MPa132max
max σσ <==

W
M

 

所以，结构安全。                                              （2 分） 

3.在结构中增加横杆后，图（b）为反对称结构，在对称面上只有反对称内力，故 AB 杆轴力

为零，对图（b）情况无影响。图（a）为对称结构，在对称面上只有对称内力，故 AB 杆轴力不

为零，所以，对图（a）情况有影响。（6 分） 

四、跳板跳水(30 分) 

举世瞩目的第 29 届北京奥林匹克运动会上，具有“梦之队”之称的中国跳水队获得了跳水

比赛 8 枚金牌中的 7 枚，囊括了 3m 跳板跳水的 4 枚金牌。Duraflex 的 Maxiflex Model B 跳水
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板是奥林匹克跳水比赛和国际级跳水比赛唯一指定使用的产品，它的具体尺寸如图所示，其中

横截面尺寸为 =b 0.5m， =h 0.05m，跳板的弹性模量 GPa70=E ，比重
3kN/m25=γ ，

m2.3=a ， m6.1=l 。运动员从跳板上上跃至距地面最高点后落至跳板端点 C，再从跳板上弹

起至空中完成动作后落水。若运动员体重 N700=G ，最大弹跳高度 m6.0=H ，取

2m/s8.9=g 。 

1. 根据所学知识，建立相应的力学分析模型。（3 分） 

2. 为保证运动员落水安全，运动员从空中落入水中时，在跳板所在平面处，运动员质心距跳

板 C 端最小距离 s 应大于 0.5m。试求运动员从跳板上跃时所需最小水平速度（假设水平方

向为匀速运动）？ （4 分） 

3. 不计跳板质量，将运动员看做刚体时，运动员冲击跳板时，跳板中的最大动应力为多少？

在上述运动过程中，运动员冲击跳板时的动量损耗是多少？（12 分） 

4. 如运动员为弹性体，定性说明在冲击时跳板中的最大动应力增大还是减小？（3 分） 

5. 如考虑跳板质量，试计算跳板中的最大动应力。（8 分） 

    

l a
b

h

H

s
A B

C

 

解：1、根据跳板的受力情况，可以将其简化为下图所示外伸梁。 

l
b

a h

H

A B C
s

2

1

x

x

     （3 分） 

2、从跳板最高处降落到 A 点，所需时间为 == gHt /2 0.35s 

运动员从 A 点跳起，又降落到同一高度时，所需时间为 2t，所以 
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最小水平速度为  == tsv 2/ 0.714m/s                             （4 分） 

3、将运动员看做刚体时，冲击时的动荷系数为
stC

d
HK

,

211
Δ

++=       （3 分） 

其中 =+=Δ
EI

lGa
EI

Ga
stC 33

23

, 0.03146m，故 =dK 7.2565                  （3 分） 

跳板的最大静弯矩为 mN2240 ⋅== GaM B  

最大动应力为 ==
W
MK B

dd maxσ 78.02MPa                          （2 分） 

在运动员即将碰到跳板时，其竖直方向动量为 gH
g
Gv

g
GL 211 ==  

在运动员刚碰到跳板时，其竖直方向动量为 stCg
g
Gv

g
GL ,22 2 Δ==  

所以碰撞过程的动量损失为 sN86.18822 ,21 ⋅=Δ−=−=Δ stCg
g
GgH

g
GLLL （4 分） 

4、如运动员为弹性体，在冲击时跳板中的最大动应力将减小。      （3 分） 

5、考虑跳板质量时，跳板的挠曲线方程为： 

AB 段：
3
11

3
11001 666

x
EIl
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F
xyy Ay −=++= θ ， lx ≤≤ 10  

BC 段： ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2
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2
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22002 3
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F
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其中 00 == Ayy ，
EI

Gal
A 60 ==θθ ，

l
GaFAy −= ，

( )
l

alGFBy
+

=            （2 分） 

C 点的挠度为
( )
EI

alGayC 3

2 +
−=  

所以挠曲线方程为： 

AB 段： ( )alal
xlxyy C +

−
=

2
1

23
1

1 ， lx ≤≤ 10  

BC 段： ( ) ( ) ( ) ( )[ ]32
2

22
2

3
222 343

2
lalxlalxlax
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yy C +++−++−
+

= ， alxl +≤≤ 2  

冲击过程中任一截面速度为 
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AB 段： ( ) t
y
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梁内的动能为： 
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